บท ที่  11 

เซน ทรอ ยด์  และ  จุด ศูนย์ ถ่วง 


11.1  ความ นำ 

ใน บท ที่ ผ่าน มา  แรง ทุก แรง ถือ เป็น แรง ร่วม กระทำ ต่อ วัตถุ ที่ จุด ใด จุด หนึ่ง  ด้วย เหตุ นี้ จึง สามารถ 
เขียน เวคเตอร์ หนึ่ง เวคเตอร์ แทน แรง รวม  ณ  จุด ที่ เสมือน ว่า แรง นั้น กระทำ  แต่ ใน ความ เป็น จริง แล้ว แรง 
ดัง กล่าว ไม่ มี  เพราะ แรง ที่ ปรากฏ ใน ธรรมชาติ โดย ทั่ว ไป จะ เป็น แรง แบบ แผ่ กระจาย อยู่ บน พื้นที่ จำกัด 
อัน หนึ่ง  หรือ ปริมาตร ของ วัตถุ  แต่ อย่าง ไร ก็ ตาม  แรง กระจาย เป็น แรง รวม แรง เดียว ได้ เมื่อ พิจารณา ใน 
กรณี แรงกระทำ บน พื้นที่ น้อยๆ  เมื่อ เทียบ กับ พื้นที่ ทั้ง หมด ของ โครง สร้าง นั้นๆ แรง ดึง ดูด ของ โลก  ถือ 
เป็น แรง กระจาย ที่ สำคัญ  ซึ่ง กระจาย ทั่ว ทั้ง ปริมาตร ของ วัตถุ สามารถ ทำ ให้ ทราบ ถึง  จุด ศูนย์ ถ่วง  (ดธทเธ า 
010า3ห่นุ0  ของ วัตถุ ต่าง  ๆ  ได้ 


11.2  จุด ศูนย ถ วง  และ จุด คูน ยก ลาง มวล  (011161-  01 01-3\เ1^  30(1  060161-  อ1]\1ส88) 

แรง กระจาย ที่ สำคัญ อัน หนึ่ง  คือ  แรง ดึง ดูด ของ โลก  ซึ่ง แรง นี้ จะ กระทำ ต่อ ทุก อนุภาค ของ วัตถุ 
และ ผล ของ แรง นี้ ทำ ให้ วัตถุ มีนั้า หนัก  ฬ  (V V  =  ทา ธึ)  เมื่อ แขวน เชือก ที่ จุด  /า  แรง ลัพธ์ ของ แรง 
ดึง ดูด ของ โลก  จะ อยู่ ใน แนว เลัน ตรง เดียว กับ เชือก  คือ  /า 0  รูป ที่  11.1  (3) 


รูป ที่  11.1 
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ต่อ ไป ถ้า เลื่อน ไป แขวน วัตถุ ที่ จุด  ธ  และ  0  จะ ได้ แรง ลัพธ์ ใน แนว เต้น ตรง  60  และ  00  ซึ่ง จะ 
เห็น ว่า เต้น ตรง ทั้ง  3  เถ้น  ตัด กัน ที่ จุด  0  จุด เดียว  เรียก จุด นี้' ร่า  จุด ศูนย์ ถ่วง (0611161-01 0^117)  ของ วัตถุ 
และ ถ้า หาก วัตถุ อยู่ ใน สภาวะ ไร้ แรง ดึง ดูด ของ โลก แล้ว  เรียก จุด นี้ ว่า  จุด ศูนย์ กลาง  (0611161-  01^388)  ซึ่ง มี 
ความ หมาย ว่า  จุด ใน วัตถุ ที่ เสมือน กับ ว่า  มวล ทั้ง หมด ของ วัตถุ นั้น รวม อยู่  ณ  จุด ตรง นี้ 


11.3  เซน ทรอ ยด์  (0(๓11-01(1)  หรือ จุด ศูนย์ กลาง ของ วัตถุ 

หมาย ถึง  จุด ศูนย์ กลาง ทาง เรขาคณิต ของ วัตถุ นั้น  แต่ ถ้า จะ พิจารณา ถึง สมบัติ ทาง ฟิสิกส์ ของ วัตถุ 
แล้ว มัก จะ ใช้ เป็น  จุด ศูนย์ กลาง มวล  อย่าง ไร ก็ ตาม  จุด ศูนย์ กลาง  (061111-01(1)  และ จุด ศูนย์ กลาง มวล 
(0611161-  ๐1 1^388)  จะ เป็น จุด เดียว กัน เมื่อ วัตถุ นั้น มี ความ หนา แน่น สมํ่า เสมอ และ ถ้า หาก วัตถุ มี ความ 
หนา แน่น ไม่ สมํ่า เสมอ แล้ว  จุด ดัง กล่าว ทั้ง สอง จะ ไม่ ทับ กัน 

การ บอก ตำแหน่ง ของ จุด  061111-01(1  ของ วัตถุ รูปร่าง ใด  ๆ  มัก จะ บอก ใน เทอม ของ ระยะ ค่า เฉลี่ย 

ของ โค ออ ร์ดิ เนต ใน ระบบ พิกัด ฉาก (X  ,7,2) 

การ หา จุด เซน ทรอ ยด์  หรือ จุด ศูนย์ กลาง ของ วัตถุ สามารถ แบ่ง แยก ตาม รูปร่าง ของ วัตถุ ได้  3  ชนิด 
คือ  เต้น  พื้นที่  และ ปริมาตร  ดัง นั้น  จึง ต้อง ทราบ ถึง ปริมาณ ที่ สำคัญ อีก  คือ โมเมนต์ ของ พื้นที่  (VI 0๓601 
01^638)  พื้นที่ ผิว ที่ เกิด จาก การ หมุน ของ เต้น  และ ปริมาตร ที่ เกิด จาก การ หมุน ของ พื้นที่ รอบ แกน ใด  ๆ 
ดัง นี้ 

11.4  โมเมนต์ ของ พื้นที่  (]\10016111  01^1-638) 

หมาย ถึง  ผล การ หมุน ของ พื้นที่ นั้น รอบ แกน ใด แกน หนึ่ง  มี ค่า เท่า กับ  พื้นที่ นั้น  คูณ ด้วย ระยะ ทาง 
จาก จุด เซน ทรอ ยด์ ถึง แกน หมุน  ดัง แสดง ใน รูป ที่  11.2 


7 


รูป ที่  11.2 
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จะ ได้ ว่า  โมเมนต์ ของ พื้นที่  /เ.  รอบ แกน  X  คือ 

เฬ,  =  &.?  11.1 

และ โมเมนต์ ของ พื้นที่  รอบ แกน  V  คือ 

IV [5,; @^. X  11.2 

3.3.2  ทฤษฎี ของ? ล!)!)! 18 

วิธี ที่ ใช้ หา จุด เซน ทรอ ยต์ข อง วัตถุ รูปร่าง ต่าง  ๆ  ของ เรขาคณิต  ได้ ง่าย  ๆ  และ สะดวก อีก วิธี 
หนึ่ง ก็ คือ  โดย อาศัย ทฤษฎี ของ  ?ล1ว1)น .ร  ซึ่ง มี  2  ทฤษฎี ย่อย  ๆ  ดัง นี้ 

(1)  พื้นที่ ผิว ที่ เกิด จาก การ หมุน เสัน โค้ง รอบ แกน ใด  ๆ  จะ เท่า กับ  ผล คูณ ของ ความ ยาว ของ เสัน 
โค้ง นั้น กับ ระยะ ทาง ที่ เซน ทรอ ยต์ข องเ สัน โค้ง นั้น เคลื่อน ที่ ไป โดย ที่ 
(1.1)  แกน หมุน ต้อง ไม่ ตัด ผ่าน เสัน โค้ง 
(  1.2)  แกน กับเ สัน โค้ง ต้องอยู่ ใน แกน เดียว กัน 

ดัง แสดง ใน รูป ที่  11.3  นั่น คือ 

V 


X 

รูป ที่  11.3 

ถ้า หมุน รอบ แกน X ได้ 

ร X 

V  -  -  11.3 

271 บ 

ถ้า หมุน รอบ แก่น  X  ได้ 

-  -  8  7 

X  -  — —  11.4 

2711- 

เมื่อ  ร X,  ร}'  *  พื้นที่ ผิว เมื่อ หมุน รอบ แกน  X  และ  X  ตาม ลำดับ 
บ  ^  ความ ยาว ของ เสัน โค้ง เป็น  ณ 


186 


และ  (2)  ปริมาตร ที่ เกิด จาก การ หมุน พื้นที่ รอบ แกน ที่ เป็น เสัน ตรง  จะ เท่า กับ  ผล คูณ ของ 
พื้นที่ นั้น กับ ระยะ ทาง ที่ เซน ทรอ ยด์ข อง พื้นที่ นั้น เคลื่อน ที่ ไป โดย ที่ 
(  2.1)  แกน หมุน ต้องอยู่ ใน ระนาบ เดียว กับ พื้นที่ นั้น 

(  2.2)  แกน หมุน ต้อง ไม่ ตัด ผ่าน พื้นที่ นั้น 

7 


X 

รูป ที่  11.4 

ถ้า หมุน รอบ แกน X ไ ด้ว่า 
V  = 

271& 

ถ้า หมุน รอบ แกน  V ไต้ ว่า 

X  =  ^ 

271& 

เมื่อ  V  -  ปริมาตร เป็น  ณ3 
^  ^  พื้นที่ 

จาก สม การที่  11.3-11.4  จะ สามารถ 

(1)  หา เซน ทรอ ยด์ ได้ ถ้า ทราบ ปริมาตร หรือ พื้นที่ ผิว 
และ  (  2)  หา ปริมาตร และ พื้นที่ ผิว ได้ ถ้า ทราบ เซน ทรอ ยด์ 


187 


ตัวอย่าง ที่  11.1  จง หา เซน ทรอ ยด์ สำหรับ วัตถุ ทรง เรขาคณิต ที่ เป็น เนื้อ เดียว กัน และ มี รูปร่างอย่าง เดียว กัน 
ดัง แสดง ใน รูป ที่  11.5 


V 


วิธี ทำ  จากรูป ที่  11.5 พื้นที่ X ลูก แบ่ง ออก เป็น พื้นที่ เล็ก  ๆ  & 1, ส 2, ส 3,..., & 0 โดย ที่ พื้นที่ เล็ก  ๆ  เหล่า นี้ อยู่ ที่ 
ตำแหน่ง  (X 1,  V,),  (X 2,  V 2),  (X 3,  V 3),...  (X 0,  V 11)  ดัง พื้น  ผล รวม ของ โมเมนต์ ของ พื้นที่ เล็ก  ๆ  นี้ รอบ แกน 
X  และ  X  จะ ได้ 


V 

V, X  +0 2.^2  +  0 1?3  +-  +  ^,, 

(&) 

1 

*1 

+  & 2  +  & 3,.. •  +  & 11 

และ 

V 

ส!* 1  + (1^  + 0เ 2 X 3  +.. .  +  ฝ็ 11 X 11 

(๖) 

/\ 

* 

1  +  & 2  +  21 3’- ••  +  1 

หรือ จาก  00  และ 

(๖)  จะ ได้ 

X 

^ ส 1 X 1 

~  4 

1=1 

( 

0) 

และ 

V 

ซ ^ 

II 

( 

ง) 

เมื่อ 

X 

=  & 1  +  & 2  +  & 3, 

.. .+& 11 

X  =  ระยะ จาก แกน  X  ถึง เ1 ชน ทรอ ยต์ 

7  =  ระยะ จาก แกน  V  ถึง เซน ทรอ ยด์ 
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ตัวอย่าง ที่  11.2  จง หา เซน ทรอ ยด์ สำหรับ วัตถุ ที่ ไม, เป็น เนื้อ เดียว กัน และ มี รูปร่าง ต่าง กัน  ดัง แสดง ใน 
รูป ที่  11.6 

7 


X 

รูป ที่  11.6 

วิธี ทำ  จากรูป ที่  11.6  เป็น รูป สี่ เหลี่ยม ผืน ผ้า ติด กัน เป็น แผ่น เดียว  แบ่ง พื้นที่ ออก เป็น  2 \ 1  และ  2 \ 2  มี 
ระยะ ทาง จาก เซน ทรอ ยด์ ถึง แกน  X  และ แกน  X  เป็น  X 1,  X 2,  7,  และ  } '2  ตาม ลำดับ 

1)  หา ระยะ  X  ได้ จาก โมเมนต์ ของ พื้นที่ ที่ หมุน รอบ แกน  V  คือ 

IV [5,  ^  2 ำ X 1  +  ^2 X 2 

หรอ  X 0\ 1  +  2 \ 2)  =  /เ. 1 X 1  +  ^ 2 X 2 

-  =  *1*1 * วั 2** 

^1  +  ^2 

2)  หา ระยะ  V  ได้ จาก โมเมนต์ ของ พื้นที่ ที่ หมุน รอบ แกน  X  คือ 

^  =  ^1?1  +  ^2? 2 

หรือ 7 (/ V 1 +  2 \ 2)  =  1 V 1 7 1 + 1 V 2 72 

X 1?,  2 3ำ 

\  +  ^ 2 


X 
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ตัวอย่าง ที่  11.3  จง หา เซน ทรอ ยด์ข อง รูป ที่  11.7 


200 


ณ ณ 


60  เท เท 


\  2\ 


1  / 


V  (3, 

X1 


10 


กา กา 


1 0  กา กา 


รูป ที่  11.7 

วิธี ทำ  1)  คิด พื้นที่ จาก ค่า ที่ โจทย์ กำหนด ให้ โดย ที่ 


\ 1  **  (200)(10)( ณ ณ)2 

=  (2000 X เท! ท)" 

และ  ^2  —  (60-10)(10)(ท1ท1)~ 

500  (เท เท)2 

2)  ระยะ ห่าง จาก เซน ทรอ ยด์ข อง แต่ ละ พื้นที่  ถึง แกน  X,  X  คือ 


XI 

3* 

10 

2 

3, 

5 

กา กา. 

7เ 

= 

200 

2 

= 

100 

กา กา. 

X 2 

= 

50 

—  +  10 

2 

35 

กา กา. 

72 

10 

= 

5 

กา กา. 

2 

3)  ระยะ  X  และ  V  คิด จาก โมเมนต์ ของ พื้นที่ ทั้ง สอง รอบ แกน  X  และ  7  จะ ได้ หมุน รอบ แกน  X 

X (^1  +  ^ 2) 

X 

แทน ค่า จะ ได้  X 


/ ^1 X 1  +  ^. 2 X 2 

^1*1  +  ^ 2*2 
2\ เ  +  2\า 

(2000X5)  +  (5๓X35) 
2000 + 500 


1  1  ท! ท!. 
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หมุน รอบ แกน  7 

+  ^2) 

7 

แทน ค่า จะ ได้  V 


^1  +  ^ 2? 2 

^1  2 
^1?1  2^ 2 

+  ^2 

(20๓X1 00)  +  (500X5) 
2000 + 500 


“  81  [ท [ท. 

ดัง นั้น ได้ จุด เซน ทรอ ยด์ อยู่ ที่  (X,  ^)  —  (1 1.81  [ท [ท.) 


ตอบ 


ตัวอย่าง ที่  11.4  จง หา เซน ทรอ ยด์ข อง รูป แผ่น โลหะ เจาะ รู  ดัง แสดง ใน รูป ที่  11.8 

7 


รูป ที่  11.8 


วิธี ทำ  1)  แบ่ง พื้นที่ ออก เป็น  พื้นที่  /เ. 1, ^2  และ  X  และ แทน ค่า จะ ได้ 


^  - 


0 (40) (100 -60) 


800 


*2  = 


(60X40)  =  2400 

และ  X  =  711’’'  —  (3. 141 )( 10)( 10)  *  314.1 

2)  คิด ระยะ ห่าง จาก เซน ทรอ ยด์ข อง แต่ ละ พื้นที่  ถึง แกน  X  และ  V  ได้ 


35 


040) 

(40) +  60  *  73.33 


^0 


20 


26.7 


กา กา. 


ก ไก ไ. 


[ท [ท2 


[ท [ท2 
ณ [ท2 


กา กา. 
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( 60 ำ 


33  = 

พ 

=  30 

กา กา. 

และ 

^3  = 

20  ณ ณ. 

33  ^ 

30  ณ ณ. 

3)  หา ระยะ  X  และ  X  จาก โมเมนต์ ของ พื้นที่  จะ ได้ 
รอบ แกน X ได้ 

-  ^เ3า  +  ^ 2? 2  +  ^ 3?3 

^  +  \า  +  3^3 

(8๓X73.3)  +  (2400X30) +  (314.1X30) 

800 + 2400 + 3 14.1 

โ'  ^  39.8  ณ. 

รอบ แกน  V  ได้ 

^1 X 1  2 X 2  3 X 3 

X  = 

3^  +  ^ 2  “I”  ^3 

(8๓X26.7)  +  (24๓X20)  +  (3 14. 1X20) 

800  +  2400  +  3 14.1 
21360  + 48000  + 6282 
-  &  21.5  ณ ณ. 


.V  ®  21.5 ณ ณ. 


.  'ๆ  V 

. .  เด 


3514.1 


ตอบ 
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แบบ!] ก หัด บท ที่  11 

จง หา ระยะ เซน ทรอ ยด์ จากรูป ต่อ ไป นี้ 


1  แ 

10  ณณ 


รูป ที่  11.10 


30  ณ ณ 


1 0  เท  เท 


80  เท เท 


10  เท  เท 


200  เท เท 


10  ท เท! 


180 ท! ท! 


10  ท!  ท! 


20  ท เท! 


